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Ueber Wärmeleitung in Krystallen. 

B. Miuuigerode in Greils vvald. 
L ThelL 



Die ersten Untersuchungen über Wärmeleitung in Kry- 
stallen verdankt man Duhamel^, der seine Theorie auf die 
H>T)othese gründete, dass die Leitung der Wärme auf mole- 
kularer Strahlung beruhe. Xaclulem durcli H. de ISknakmoxt* 
auoh HpnLarlituiisf^^n über Wärmeleitunjr in uiclit isotropen 
Kurpeni augesielit worden waren, hat Dlhamel^ den Gegen- 
stand wieder aufj^enommeu und seine Theorie mit den Be- 
obachtungen verglichen. Lamä* hat dann die Theorie weiter 
entwickelt, indem er zn den DuHAHEL'schen theoretischen Vor- 
stellnngen noch die Hypothese hinzufügte, dass die Wftrme- 
leitnngsfHhigkeit nach entgegengesetzten Bichtungen nicht 
noth wendig gleich sein müsse, ein Gedanke, auf den er durch 
das eh'ktrische Verhalten gewisser Krj'stalle bei ihrer Erwär- 
mung gekommen zu sein scheint ^ Indessen hat sich in die 
von LamC aufgestellten Formeln, die im Allgemeinen eine 
grössere Anzahl von Tonstanten enthalten, als die bis dahin 
angenommenen, ein Fehler eingeschlichen, so dass die von 
ihm gefbndenen Resultate mit der von ihm zu Gnmde ge- 
legten Hypothese nicht im Einklang sind. Diesen Fehler 

' Journal de l'fecole polyt^^cliinqne. Cah. 21, 306, 1832. 

Ann. cliim. et phys Sn- H, 21. 457; 22, 179; 23. 2&7, 1848. 
' .luunuil de reeule püiytechiinine. Cah. 32. loo. 1S48, 
* Le<,üiis sur in Theorie analytique de ia cUaiciu*. Paris 1861. 
» l c. p. VI u. ij. XV. 
N. Jahrbuch f. Mineraiu^ie etc. lSd6. Bd. I. 1- 
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habe ich in lueiiiur Inauguraklissertation ^ aiitgedeekt , aber 
sonst scheint er nicht weiter bemerkt wordeu zu sein, wäh- 
rend aiü das Werk von Lan£ vielfach Bezug genommen wird. 
Auf dieselbe theoretische Vorstellung sind neuerdings auch 
Thoupsom und LonaE gekonunen, wie es scheint, ohne von ^ 
den Untersuchungen Lamc^s Kenntnus zu haben. Beobach* 
tungfen beim Tunualin schienen ihre Ansicht zu bestätigen ^ : 
dieselben zeigen indess unter einander grosse Abweichuiijrrn 
und die vor Kurzem von Sti-:n(.kr^ verittieiitliehteii Mpssiiii!2,t'n 
maclieii eine Verschiedenheit der Wärmeleitimg nach entgegen- 
gesetzten Richtungen beim Turm&lin sehr unwahi-scheiidich. 

Inzwischen waren Untersuchungen von Stokes^ über 
Wänneleitung in KrystaUen angestellt worden, in denen die 
Differentialgleichungen auf allgemeinerer Grundlage aufgestellt 
werden, ohne dass die DvHAMEL^sche Hypoth«»e der moleku- 
laren STraliliiu;^ angenommen wird. Stoki^ gelangt so zu 
(ileii liuugeii, die i(h^utiseli sind mit den später vuu Lame aul- 
gesteilten, aber unrichtig interpretiiten Fonnelu. 

Die vorliegende Abhandhing enthält 1. eine Ableitung 
der Grundgleichungen für die Wärmeleitnng in KrystaUen aus 
der LAxfi'schen Hypothese, nebst dem Nachweis des Lame'- 
scheu Fehlers in einer ausführlicheren Darstellung, als die 
froher von mir veröffentlichte, 2. eine Anwendung der Stores'- 
seilen Theorie auf die einzelnen Krystallsysteme und dei*en 
Unterabtheiluiigeii. Aus der Discussion der möglichen Fälle 
ergibt sich, dass die allgemeineren Formeln nicht ausschliess- 
lich solchen Kiystallen entsprechen, die pyroelektrische Eigen- 
schaften zeigen. — Di« Fortsetzung dieser Untersuchung wird 
sich eingehend mit der Theorie der Beobachtungsmethodeu 
beschäftigen und zeigen, wie fär die Krystalle der einzehien 
Systeme die Constanten der Wärmeleitung aus Beobachtungen 
zu bestimmen sind; fUr die Krystalle des triklinen Systems 
ist bisher in dieser Hinsicht noch nichts geschehen. 

' B 3IiNNiaxB0DK : über W&rmeleitiuig in Kiyatallen. Art. U. Güt- 
tingen 1862. 

* Philosophiral Macraadne. Ser. V, 6, 110, 1878 und 8, 18, 1879. 
Dies. Jahrb. 188(». I. H.j. 

» WiKDKM. Ann. 22, 522. 1884. Dies. Jahrb. 1885. II. 411. 

* ^.»11 The Coiuluctiou of Heat in Crj-stal.s. Lambi i»lge aml Dubliu 
matheuiatical Jourual ed. by W. Thomson, 6, 215, 1851. 
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§. 1. 

Es seien M. W zwt-i hrnacliljarte Punkt c im Innern des 
Ki } Stalls. Q ihre Entternung. a, ji, y die L osinus der Winkel, 
welciie die von M nach M' gezogene Gerade mit den recht- 
vinkligeu Coordinatenaxen bildet, v die Temperatur in M, 
v' jene in M', und d^' zwei Volnmenelemente , denen M 
nnd M' angehören. Die während der Zeit dt von dem Mas- 
senelement in d^ an das Massenelement in d^' abgegebene 
Wärmemenge wird dann ausgedrückt durch 

I. dfds' {v — '•'] f iff, «K, ißf ly) dt 

Hierin ist e = -|- 1 oder = — 1 zn setzen, je nachdem 
die Tenqteratur in d^ höher oder niedriger ist als in d^', wenn 
die LAM&'sche Voraussetzung der ungleichen Leitungsfähigkeit 
der Wärme nach entgegengesetzten Bichtnngen zu Grrunde 

^1 legt wird. Fällt diese Voraussetzung Un% so ist 

f ig* «, Ä ;-) = F (('. — et, — /i, — 
und man kann f — l setzen. Die Function F ist wesentlich 
positiv. Ihr Werth ist derselbe, an welche Stelle des Kry- 
stalls man das Pnnktepaar M, M' bringen mag, sobald nur 
ea, £ß. ey dieselben sind. Femer ist F = 0, sobald ^ 
einen kleinen Werth R übersteigt, dessen Grösse eine Func- 
tion Yun a. ß. y sein kann. 

Man tlieile Krvstall durcli »'inr Ebene E in zwei 
Theile A und ii. Es werde Ii in unendlich diiinic Cylinder 
zerlegt, von denen jeder seine Basis da in E hat und deren 
Erzengungslinien senkrecht zu E stehen. Die während der 
Zeit dt von einem solchen Cylinder mit der Basis da an A 
abgegebene Wärmemenge, welche durch 

bezeichnet werden uiög«-. soll jftzt berednu't werden, indem 

der L.\Mft sche Gedankengang im Wesentlichen beibehalten wird. 

£s werde das Punktepaar M, M' zuerst in eine solche 

Lage gebracht, dass M die Stelle des Durchschnitts der Aze 

des Cyllnders in da mit der Ebene E einnimmt, und darauf 

in eine zweite, so dass M in einen anderen in B gelegenen 

Paukt M, derselben Axe fällt; die von M nach gezogene 

gerade Linie sei = 1. Die Tiinie o wird hierbei parallel mit 

ihi-er msprlinglichen Lage verschoben; in beiden Lagen soll 

1* 
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der zweite Endpunkt (SL*, M/) sich in A befinden. Wir 
Zähleu die Normale p der Ebene E positiv nach dem Innern 
von A und bezeichnen die Winkel, welche sie mit den Co- 
ordinatenaxen bfldet, durch (xp), (yp). (zp); sind nun die 
Coordinaten von H 

so erhalten die Coordinaten von M', Mj, M^' die folgenden 
Werthe 

X — i cos (xp), y — l cos (y 1)), z — 1 cos (zp), 
I X + — 1 cos (xp), y -f- — 1 cos (y p), z-{- Qy — lcM (ap). 

Es seien v\ v^. t\ ' die Temperaturen an diesen drei 

Punkten, so liefert die aui ihre ersten Glieder beschränkte 
TAYLOR sche Reihe die Gleichungen 

V. = V — 1 cos (xp) • 1 008 (\'p) 1 cos (zp) -, 

*ft = wH-(e«-lcoa(xp))^-f (e^-lco8(yp))^+(^y-lcoi(8p))^'. 

Hieraus folgt 

Es hat also der Wärmeaustausch I. f&r beide Lagen des 
Punktepaares M, M' den nämUchen Werth, indem nicht bloss 
der Coefticieiit F. sondeiTi auch die Temperaturdifferenz v — v* 
denselben Werth besitzt. Dies gilt ftir alle ijaralleleu Lagen 
von M M', sobald nur die Längen 1 und q eine gewisse Grösse 
nicht tiberschreiten. Hiemach ergiebt sich für den Wärme- 
austausch I. zweier Punkte M, M' oder M,, M^' 

Um Op zu erhalten, ist das der Ebene E au^^ehiuige 
Element d p des Cylinders mit allen Elementen d g' im Innern 
von A zu combiniren, deren Entfernungen q die Werthe zwi- 
schen 0 und R besitzen, und ein Element dg des Cylinders 
im Abstand 1 von der Ebene E ist für eine bestimmte Rich- 
tung von Q mit allen Elementen dg' innerhalb A zu combi- 
nhren, deren Entfernung q die Grosse R nicht tibersteigt, 
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also zwischen — \ — r und R enthalteu ist. Darauf ist die 
cos (^p) 

Suninie nach allen Richtuno^en von q zu nehmen. Die bei 
einer bestimmten Richtung ihkI Grösse von q überhaupt in 
B^*tracht konuaendcn Elenu iite de^; LyüniitT.s haben von der 
Ebene K die Abstände von 0 bis pcos(^p). 

Setzt man für dg das Element dodl des Cy linders. so 
erhält man für den Wärmeaustauscli zwischen dg und dg' 

Fasst man alle in Betracht kommenden Elemente dadl 
imd dg' zusammen, f&r welche die Richtung und die GrOsse 
Ton Q dieselben sind, so erhält man, da 



ist 

Hieraus folgt 

wenn man die Summe nimmt ftber alle Elemente d^' im In- 
nern Ton A, deren Abstände 9 von M die Werthe von 0 
bis R haben. Setzt man dg' = Q^dta, wo dut das Element 

emer mit dem Halbmesser 1 um M beschriebenen Eugelfläche 

bedeutet, und liihrt man die Bezeichnung ein 



80 erhält man 

djp Tntefrratiiin ist über die in A liepfende Hälttt- der Kugel- 
Mche auszudehnen, deren Element dcj ist. Bemerkt man, dass 

OOB (pp) «B a 608 (xp) -|- /} OOB (jp) -|- ^ COS (sp) 

ist und dass bei der Integration die Differentialqnotienten 

von X und die Winkel, welche p mit den ('oordinatenaxeu 
bildet, ab com>tant anzusehen sind, so hndet man 
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wo zur Abkürzuug 

gesetzt ist. 

Dieselben Formt lu erfreheii sich, wtiiu man, statt die 
■WRnneabgabe des Cylinders iiinerhalb H an A zu berecliiu'ii. 
einen C'ylinder in A errichtti und seine Wärmeabgabe an B 
bestimmt. Die Grösse — /jpdadt ist di»- durch das Ele- 
ment der während der Zeit dt hindorchtretende Wärmemenf^e. 

§. 2. 

Wird die Voraussetzung gemacht, dass 

(a) A y) == -A -r) 

ist, so sind die in Qp auftretenden Integrale Constante des 

Krystalls; ihre Werthe sind die Hälfte derjenigen, welche 
sich ergeben, wenn man, statt die Intecn'ation \\\m- die oben 
lu zeichnete Halbkugel auszudehnen, dieselbe über die ganze 
Kugelfläche erstreckt. 

Wird aber die LAMfi'sche Annahme ungleicher Wärme- 
leitungsfähigkeit nach entgegengesetzten Bichtungen gemacht, 
so er^t die Function 0 die Gleichung (a) nicht. In die- 
sem Fall sind die in Qp vorkommenden Integrale keine Con- 
stanten des Krystalls, sondern sie sind von der Temperatur- 
veit hei hing in der XüIh' von abhängig, indem die 
Werthe. die f. für die Elemente des Integrals annimmt, veu 
ihr al)häii<reii. Es sei hier bemerkt, dass die<e Inteiriale 
durch andei'e ersetzt werden können. Man lege in M an die 
durch diesen Punkt gehende isotherme Fläche die Tangenten- 
ebene : man kann dann in 0 durchweg e = 1 setzen , wenn 
die Integration ftber diejenige Halbkugel ausgedehnt wird, 
die sich auf der Seite der Tangentenebene befindet, auf der 
die Temperatur die niedrigere ist. Unter allen Umständen 
haben aber iu üp die Coelhcienten 
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vou — ^ cosi (zp) lind cos (^'p), 
vou co<*(xp) und — -cosiJBp), 

▼on cos(yp) nn<l cos(xp), 

dieselben Werthe. 

findet statt der hier entwickelten Formel für i2p 
eine wenig übersichtliches die ihn zu dem Irrthnm verleitet, 
<Ue Integrale in £^ als Oonstante des Erystalls nnd zugleich 
die CoSfficienten der Produkte 

^ G08 (yp), 1^ coB («p), etc. 

als von einander verschieden anznsehen. 

Lässt man p nach einander mit den Coordiuatenaxen zu- 
sammenfallen, 80 erhält man 

n. % = k„ -jj + k„ ^ + k„ 

— «ai "T ^» \j- 

Hier sind k^^, k,_, . . . die WcitliL* der in fip vorkom- 
menden integrale imd zugleich besteht die (rleichung 

/2p = P-x cos (xp) -j- -iy cos (yp) -f- --z cos (zp). 

die gewöhnlich durch Betrachtung eines Tetraeders abgelei- 
tet wird. 

§. 3. 

Will man die Grössen k„,. als Constante des Krystalls 
ansehen nnd voranssetzen , dass k^^ ihr // ^ v nicht noth- 
wendig gleich k^^ ist, so darf man, wie die vorstehenden 
Betrachtungen zeigen, die Formeln II. nicht auf die Voraus- 
setzung von molekularer Strahlung gründen. Stokes hat sich 
auf einen allgemeinen Standpunkt gestellt nnd die Theorie 
der Wärmeleitnng in Kr^'stallen ohne diese Voraussetznn^ 
begriindi^. indem er von einicren sehr all^^emeinrn r4esetzen 
austrinu". dif. ailerdni^s aus der ir^^iiaiinteii Voiausseizung fol- 
gen, die aber von solcher Einfachheit i>iud, dass sie seiner 
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AüüicJit nach sich aus jeder veruiuittigeu H3'i)othese ergeben 
mOssen, die bezüglich des Überganges von Wärme im Innern 
eines festen Körpers gemacht werden kann. Er gelangt zu 
den Gleichungen II., in denen die k^^ constante UrOssen sind, 
zwischen denen sich aus seinen grundle^^enden Hn^othesen 
von vom herein keine Bezielmng ergibt. Diese Art der Be- 
handlung hat unstrt^itig den grossen Vorzug, die Grundglei- 
chungen der Wihinelpitung aufstellen zu können, ohne eine 
specielle Hypothese ül)er ilie Art und Weise machen zu miis- 
sen, wie der Ubergang der Wärme vor sich geht und es ist 
wohl berechtigt, die sich hieran knüpfenden Folgerungen im 
Einzelnen zu entwickeln. Dies ist von Stoxes und Lxiie 
geschehen und hierin liegt das Interesse an Lauchs Unter- 
suchungen über den von ihm sogenannten allgemeinen Fall, 
wenn auch die physikalische Bedeutung seiner Formeln nicht 
die von iliui vorausijfesetzte ist. Auch ergibt die Differential- 
gleichun;: tur die W'iinuebewegung, wie au?> den Liitersuch- 
uugeu von »Stokes und Lam]£ selbst hervorgeht, keineswegs 
verschiedene Wänneleitung nach entgegengesetzten Kichtun- 
gen: wird einem unbegrenzten krystallinischen Körper nur 
an einer einzigen Stelle eine von Null verschiedene Tempe- 
ratur ertheilt, so sind die isothermen Flächen zu jeder spä- 
teren Zeit ähnliche und ähnlich liegende EUipsoide, deren 
gemeinsamer Mittelpunkt die anfänglieli erwiirnite Stelle ist. 

Stokks stellt in seiner Abhandlun«: HetraehTunfien an 
i'iber die Ait der Wärmebewegung, die der allgemeineren 
Voraussetzung entspricht, und sucht es als wahrschein- 
lich hinzustellen, dass in der Natur die Gleichungen 

III. k == k 

immer bestehen. Er zeigt dann, dass sie bestehen müssen, 

wt'iiii der Krvst.iU zwei zu einander senkrechte Synnnetrie- 
ebenen besitzt, sn dass nur bei gewissen uusn nmietrisi heu 
Krystallen Spuren ihres Mchtl»estelien.s erwartet werden kön- 
nen. Weiterhin findet er, dass beim Quarz, der besondere 
Unsynunetrien darbietet, diese Gleicbungen ebenfalls gelten 
müssen. 

Ich werde im Folgenden alle Fälle discutiren, die bei 
Krystallen vorkommen können. Laii£ glaubte nachgewiesen 
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za liaben^, dass für gewisse Krystalle des regulären Sy- 
stems die Gleichungen III. nicht bestehen. In Wirklichkeit 
müssen aber diese Relationen für alle Unterabtheiluiigeii des 
regulären Systems erftillt sein. 

Das Niclitbestplit^ii dt-r (Tleichunffeii TTI. AVüide iibriüt'iis. 
wenn es in der Natur ülterhaiipt voi kommt, exiH^riiiHiirell 
sehr schwierig naciizinveisen sein. Denn in der Differential- 
gleichung lür Punkte im Innern des Körpers 

CD '^: = ^?4.^ + ^-5 

öt du ^ dj ^ öz 

worin mit G die specifische Wärme, mit D die Dichtigkeit 
des Körpers bezeichnet ist, kommen nur die Summen 

k 4- k k -U k k -U k 

vor. In der lür die Punkte der ObertläcUe gellenden Gleichung 

i2p«h(i/ — U), 

worin p die nach innen errichtete Normale, h die äussere 
Leitungsfähigkeit, U die Temperatur der Umgebung bedeu- 
ten, kommen freilich die k^,, getrennt vor: aber hier tritt 

der Unistaiid ♦ rsehwerend ein, dass h für vi^rschiedeue Kry- 
stallliaciieu verschiedene Werthe haben kann. 

§. 4. 

Es sei die z-Äxe eine Symmetrieaxe des Krystalls, so 

dass durch Drehung desselben um sie um den Winkel 0 jede 
Richtuiii.' (b's Krystalls mit einer gleichwerthigen zur Deck- 
ung kuiiuiit. 6etzt mau ali^o 

cos (x' p*) = cos (x p) cos ^ — cos (y 1)) sin % 
cos (y' p') S5S cos (x p) Miu ^ -f" U' V) ^» 

C08(z'p') = C09(zp) 

und bezeichnet durch Up den Ausdruck, den man erhält, 
wenn in üp die Grössen x, y, z, p durch x', y', z\ p' er- 
setzt werden, so mnss identisch 
Äp' = iip 

' 1. r. ^. XXX^^^. — Vj^l. Jan-nftaz: Sur la propag. de la chaleur 
dang lea curps crist. Auu. cliim. et phjä. IV. Ser. 29, p. 19, 1873. 
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sein, wenn für x', y', 2', (x'pO, (y*V*)> (z'P')» ^® ^^^^ angegebe- 
nen Werthe ein^efAhrt werden. Dies liefert die Gleichnngen 

k,, = (k,, cos hj -p k,.^ »in ft) cos -j- (k,, cos fi -j- k,^, sin 8) sin ft», 1. 
k,2 = (— kj, Nin -j- k,.^ cos Ö) cos ö -|- (— k,, sin Ö -j- k,, cos 8) sin ©, 2. 
kj3 = kj, cos ö -4- Ks ^* 
k,, = — (k,, cos N 4- kl, sin ^i») «in 8 4- (k^, cos 8 -f- k„ sin ft) cos 9, '4. 

IV.' — { — k, j sin ^ 4" ^) ^ ~1~ (~~ ^ + ^2 ®) 1^* 

ik„ = — k,3 sin e + k„ cos 8, .6. 

k„ =:k.j cos 8 + kleine, ]7. 

k^s = — kg, sin 8 4- k,, cqÄ 8, 8. 

|k„=:k,,. ]9. 

Die Gleichunpren 1. und 2. {r^^ben 

(kji — kjjj) siu — i^k,2 -{- k.^,) sin cos = 0, 
i (k„ — kjj) sin ö cos 8 4- (k,2 4- k«) siu = 0. 

Ist sin 0^ die Determinante dieser Gleiclmngen, von 
Null verschieden, so ist 

k)i — Ic^j, k,j -j- k.^, ^= 0. 
Diese Relationen bestellen also, sobald die z-Axe n-zäh- 
lige Symmetrieaxi' und n >» 2 ist. 
Aus 3. und 6. folgt 

k}, (cos 8^ 1) 4- k,s sin 8 = 0, 
— k,, sin 8 4- k,« (cos 8 — 1) 0. 

* 

Die Deteminante dieser (Gleichungen ist 

{cufi h — !)• 4" sin 8*; 

sie verschwindet nui* tUr cos0= 1, also ist für jede Sym- 
metrieaxe z 

ki^ — kjj = 0, 

Die Gleichungen 5. und 4. werden mit 1. und 2. iden- 
tisch; 7. und 8. geben für jede Symmetrieaxe z 

— 1^12 ~ 

Durch gleichzeitige Vcrtanschung vun x, y, z, cos fxp), 
cosfyp), cos ('z]ii mit den entgegengesetzt yleichen Werthen 
Vdeibt lip ungeändert, d. h, iur die Function S2p besteht ein 
Centnim der Symmetrie ; es können also die von mir in einer 
frftheren Untersuchung^ angegebenen Gruppinmgen der Unter- 
abtheilungen der Krystallsysteme benutzt werden. 

' Unt^ rsiK huiiiren lilx r die S'yuuiietrieverhältnij»*!*' luid die Elasticität 
der KrystHÜe. Nachricliteu der K. G. d. W. ru üöttingeu 1884. p. 220 
n. 379. Dies. Jahrb. 1885. I. 380. 
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Die Krystalle des regulären Systems besitzen drei 

aufeinander senkrechte geradezählipre Symmetrieaxen . die zii 
Coordiuatenaxpn jrewitldt werden sollen. Aus dem soeben 
Be\\iesenen folgt also 

Diese Symmetrieaxen sind cyklisch vertauschbar; ver- 
tauscht man also x, y, z der Reihe nach mit y, z. x, so müssen 
/-V- ^2z der Reibe nach in iiy, Üz, il^ übergeben. 

Hieraus folgt 

SO dass flUr das reguläre System die Gleichungen gelten 

nnd tüese Formeln <relteii aiigenscbeinlicb für irgend welcbe 
rechtwinklige (.'oordinat enaxen. 

Die Krystalle des bexagonalen Systems besitzen ent- 
weder eine 6-zäblige oder eine 3-zählige Symmetrieaxe ; wird 
dieselbe zur z-Axe genommen, so ergiebt sich 

!k — k k -l-k— 0 
k =k =k — k =0 

In den Fällen der pyramidalen Hemiedrie und der 
rhomboi^drischen Tetarto€drie, sowie der zweiten 
imd vierten Hemimorphie des hexagonalen Systems 
ergeben sich keine weiteren Beziehungen zwischen den Wärme- 
leitungsco^fficienten und es ist 



VI. 



ÜZ 



In allen übrigen i^ ällen sind 2-zäblige, zur z-Axe senk- 
recbte Symmetrieaxen oder durcli die z-Axe gehende Sym- 
metrieebenen vorhanden; da filr auch ein Cent mm der 
Symmetrie besteht, so treten derartige Axen und Ebenen der 
Symmetrie in thermischer Beziehung immer gleichzeitig auf 
und hieraas folgt, dass jedesmal 

VII. k„ = k„ = 0 
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ist, wenn eine der Axen z oder y mit einer der 2-zäliligen 
Symmetrieaxen ztisammeofällt. Demnach ist für alle Fälle 
des hexagonalen S^'stems mit Ausnahme der ohen 

bezeichneten 

Man übersieht sogleich, dass diese Gleichunjjren aucli 
gültig sind, wenn die Axeu x und y irgend weiche WinlLel 
mit den 2-zäliligen 8>iumetrieaxen bilden. 

Die Erystalle des tetragonalen Systems besitzen 
entweder, eine 4>zfthlige Symmetrieaxe oder eme 2-zahlige, 
die einseitig von der zweiten Art ist: die Periode der letz- 
teren Axe wird aber auf 4 erhöht für solche Functionen, \\\v 
die ein Centruin der Symmetrie besteht. Die Krystalle <1«'s 
tetragonalen Systems erhalten also tiir soIrh(^ FuiKiionen 
Symmetrieverhältnisse, die entweder mit denen der holo- 
ödri sehen Krystalle oder denen der pyramidal-lH mi- 
^drischen Krystalle übereinstimmen. Im letzteren Fall, 
zu dem ausser der pyramidalen Hemiädrie nnr noch die 
sphenoi'dische TetartoSdrie sowie zwei Hemimorphien 
(von zweifelhafter Existenz) gehören, ist nur eine einzige 
(4-zählige) Symmetrieaxe z vorhanden, es gelten also die 
Formeln VT*, und VI.; ffür die übrigen Krystalle sind noch 
2-zählige zu jener Axe senkrechte Axen der Symmetrie vor- 
handen , es konnnt also die Relation VII. hinzu und demnach 
gelten die Formeln VIII. 

Die Krystalle desrhombischenSystems besitzen auch 
für solche Functionen, die kein Centrum der Symmetrie haben, 
drei zu einander senkrechte Symmetrieaxen. Wfthlt man sie 
zu C'oordinatenaxen, so ergiebt sich 

also ist 

IX. Äi = k,, , % = k„ ^ ^TiT' 

Die Krystalle des monoklinen Systems besitzen eine 
2-zHhlige Symmetrieaxe ; wird dieselbe zur z-Axe genommen, 
so iüt 

und mau hat 
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1. 

Je« — ItM • 



Für die Krystalledes triklinen Systems ergiebt sich 
ans Symmetrieeigenschaften keine Beziehung zwischen den 

Grössen k. 

S]iuieii des Nu litlu-stehfiis der GlL'iclinn«j;vii III können 
(tl>o liei Krystalleii des regulären und r Ii um bis dien 
Systems nicht vorkommen, niö<j^licherweise aber bei gewissen 
oben bezeichneten Formen des hexagonalen und te tra- 
ganalen Systems, sowie bei monoklinen und triklinen 
Krystallen. 

Greiliiwald, Juni 1885. 
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Leber die Besrim:iiung der Lieht brechimgs- 
rerhaltnisse dappeltbrechender Ejrstalle durch 

Pri^menbeubachrimgen. 

Tob 

Th, Liebiseh in Künig^Wi-g L Pr. 

Xil I BoizMbBitt.' 



§ 1 

Am dem HnrcHENi^'schen Princip er^nebt sich, dass bei 

<l^r Hrechanjr, <\i^ bei It in iMirch^anore (h-> Lichtes tliirch ein 
von einem n isoti i.itrii Alittel unij^ebenes Piii^ma 

eines hoiDOCf-Ti^-^t aiii^uii Mittel> >iatTtiiulet. 1" t ine ebeue 
^^'elle. rleieii i:.infalLsebeue senkrecht zur Prismenkante ist, 
e))en und parallel zur Prismenkaute bleibt, 2'^ die gebrochene 
Welleuebeue dmch zwei ür(k^{$en Tolläiüadig bestimiiit ist: 
durch den Winkel dfitU^^^MmcmiA mt emer gegoi das 
Prisma fesfcea ,^Mg||ii8w HaUHmngsebeiie du» 

innerm BrfrfMBfli 1 1 1 , hin My^'^ihirt durch ihre F«rtr 

Iffianzungdgesch^indigkeit x>. Z^iscLlu diesen beiden GrOssfii 
und dfn am Prifima mit Hiilt»- » imi^s Kpprtn^nieter-; zu me>- 
sead'-Ji \ i' 1 W iiik^iii — u^ai riiaiüeüwiukci. uei Aoienkmig. 
dem is^iuuilti* und dPTT ATt^trittswinkel — bestehen Rela- 




1) 'M 



Hl' 



i<]ii 




ente p ei^er gebr«>rheneii 
zn b^Uen, welcheif 4it) | 
^ ^W . ForliillaiiaiiBj^ 
ausdSdkl %ßM 
edi> sTi-llidfln Ec^tioneu 
ii l^i <lie Eintrittsftäche. 
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mit (>)' die Anstiittsriäehe des Prismas, mir A den inneren 
Prismenwiiikrl (OiOV), mit i die Xt-ifriins: der eintalienden Welle 
zur Eintrittsrtäche, mit i' die Neij^ung der austretenden Welle 
zur Austrittsfläche, mit r und r' die Winkel zwischen der 
gebrochenen Wellenebene und den Flädion Ö und OV, mit p 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit und mit n das Brechungs- 
yerhältniss der gebrochenen Welle, wobei die Geschwindig- 
keit des Lichtes in dem äusseren isotropen Mittel gleich 1 
gesetzt wird, so dass n = 1/p ist; femer mit if' die Neiguiij^ 
der Xoinialf^ der gebrocheiit^ii Welle zur llalbiningsgeraden 
des W iiikels A und mit D den \\ iukel zwischen der eintre- 
tenden und der austretenden Welle. 

Zwischen den sieben (:^rössen A, i. i'. r. r'. n. D be- 
stehen, wie sich aus dem HcYGBENs'schen Princip ergiebt, die 
folgenden vier Beziehungen: 

(1) sin i = u siu r 

(2) sini' »nshir' 
(8) r + f'=:A 

(4) i-|_i'«Ä4-I) 

aus dt'uen drei jener iTrujsseii (•iiuiiiiiit Avciilt'n kiMiiit-n. Die 
übrig l)leibende Relation zwischen den vier anderen Grössen 
dient dazu, eine derselben zu berechnen, wenn die drei Übri- 
gen gegeben sind. (1) und (2) kann man ersetzen durch: 

a*) Hü— |— cos— ^ = nsin— ^— cos— 

. i — i' i — i' . r— r' r-j-r' 
(2*) sin > =11 sia cos — g — 

Hieraus erhält man durch Elimination von n: 

r— r' ^ A. i~i ^ i-j-i' t' i — 
(6) tau— = tan y tan— ^ cot = -^tan— ^ 



wenn: 



C08 — — am — ^ — 

C = = — , 9 = — 

A A 



ler, indem man noch i' und r' und daraul i' 
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Auf diese Weise sind r und r' als Functionen von A, D, i 
dargestellt. Da: 

CT) V'- gH— , +r— 2 =^-T'+-g- 

ist, so folgt ftOB (5): 

(8) tan V = — cot 

Ferner ergiebt sich aus (1*) and (2*) durch Multiplication von 

einander entsprechenden Seiten: 



, Sin 1 + 1 sin i — 1' 

sin r + r* am r — r" 



r — r' 

durch Elimination von — ^ — : 

(10) 11''= C» sin* -f cos« 

oder: 

i — i* 

nnd durch Elimination von ■ : 

1 , l.,r — r'l „r — r' 

oder nach (7): 

(18) 0^ + ^) + 

Dnrch Beobachtungen können die Winkel A, i, i' he- 
stimnit werden; zwischen ihnen besteht die Eelation (4), so 
tlas.s drei dieser A\'iiikel zur Herecliinin^ der Elemente ^/^ p 
der |zel)r( »dienen Welle erforderlich nnd ausreichend siiul. 

^>iü(l A, i, i' jregeben, so berechnet man aus (5) die Dif- 
ferenz r — r' und findet dann tjj aus (7) und, da die Summe 
r 4~ r' bekannt ist, p aus (1) und (2) oder besser aus (1*) und 
(2*); die Benützung eines dieser Formelpaare gewährt eine 
Veriflcation der Rechnung. 

Sind A, D, i gegeben, so berechnet man zunächst r oder 
r* aus (6) imd alsdann i/; und p wie im vorhergehenden Falle. 

"Diese Relationen gelten ft\r irgend wie beschaffene ho- 
mogene Körper und sind vollständig unabhängig von der Ge- 
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«talt der Wellenfläche tind der Orientirimg des Prismas. 
Hierauf gründet sich die von Q, G. Stokes vorgeschlagene, 
Ton R. T. GLA2BBR00K BBi EaUcspath und Aragonit ausge- 
Ahrte Methode zur experimenteUen Prüfimg der Hütohems*- 
sehen und FREsxEi/scbpn Gesetze der Doppelbrechung und 
die von V. von Lan(. uiiteniunuuene Bestimmung der Gestalt 
der Wellenflä( lie im Quarz ^ 

Nimmt der Einfallswinkel i in der Querschnittsebene des 
Prismas alle mögliclion Werthe an, so umhüllen die gebro- 
chenen, von dem Einfallspnnkte 0 ausgehenden und zur Pris- 
menkante parallelen Wellenebenen nach der Zeitemheit die um 
0 als Mittelpunkt beschriebene Strahlenflftche, also auch 
den dieser Flftche umschriebenen Oylinder, dessen Erzeugende 
der Prismenkante parallel sind. Die von 0 auf die Wellen- 
ebenen pretallt»'n Noriiialt'u, deren Tiängen die Fortpflanzungs- 
gescliwiudigkeiten p (li(^s»»r Wflh'ii reiiräspiiiirtii . ItcstiimiHMi 
durch ihre Endpunkte die Schnittcui've der Wellenfläche 
mit dem Querschnitt des Prismas. ist die Fusspunktcurve 
jener Cnrve 9t, welche der Cylinder auf dem Querschnitt er- 
zeugt. Bezeichnen wir mit P den Fnsspunkt der Normale 
einer bestimmten WeUenebene (OP = p), mit R den Be- 
rfthnmgspunkt dieser Wellenebene auf der Curve 9t, so ist 

' n G. Storks R*']>ort on Doable Refraction. Rep. British Asaoc. 
for 1802. London 18li2. 272 

~. Siir reraploi dn pri.-ui. daiis la v6rificatiou de la loi de la double 
r^tm:iion. Compt. rend. 1872, 77, lioO. 

— , On tUe Law of extraordiuary Eefractiou in Iceland Spar, i'liil. 
Mag. 1872 (4), 44, 316. 

B. T. Glaskbrook: An Experimeiital IiiTestigattoii into the Velo- 
dtMS of Kornud Propagation of Flaue WaTos m a Biaxal Cfystal, -with 
aComparison of the Besnlts wlth Theoiy. Prooeed. Boy. Soc. London 1878, 
37, 496—502. 

On Plane Wav^ in a Biaxal Crystall. (An Experiment. Detern 
nination of tiie Vnln f ^ f the Veloc. of Nonn. Propag. of Plane Wave.s 
in different directiou8 iu Biaxal Cryst. , and a Comp* of tbe Besults with 
Theoiy.) Pliilos. Trans. London 1879, 1, 287—377. 

— . I)oiible Kefniction and TM^persion in Iceland Spar: au Experi- 
mental luvest igation, with a C omparison with Huyghen's Cniistnictiun for 
the Extraordinaiy WaTe. Philos. Trans. London 1880, 2, 421 ; dies. Jahrb. 
1882. n. 2. 

V. V. Lang: Über die Lichtgeschwindigkeit im Qmuze. Sitzungsher. 
Wien Akad. IHfjy. 60 (2), 767. Pogo. Ann. 1870, 140, 460. 
N. Jahrbuch f. Mineralogie etc. 1886. Bd. I. 3 
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OK die Projection des zu der AN ellennormale ()P gehörigen 
Strahles auf den Querschnitt des Prismas. Durchläuft P die 
Curve % so beschreiht B die Curve % 

Sind nun an einem Prisma die Winkel A, D, i, i' ge- 

inesseu und ist daraus wn Weithepaar ii>. p berechnet^ so 
kennt mau <lie Ivichtung und die Griisse eines Radius der 
Curve ^. Hieraus ist ersichtlich, dass die 8c hnitt curve 
der Wellenfläche des Prismas mit der Quersrhnitts- 
ebene desselben experimentell durch eine beliebige 
Zahl ihrer Punkte ermittelt werden kann, und darin 
besteht die Methode von Stoees. 

§. 2. 

Es erhebt sich nun die Frage, ob auf demselben AVege, 
der die Gestalt und Lage der Curve ^5 im PrisnieiKniPrschnitt 
zu bestiiuinen gestattet, auch die Gehtalt tler \\'elleHfläche 
selbst und ilu*e Lage in Bezug aul das Prisma gefunden werden 
kaim ; m. a. W. ob man aus dem Prismen winke! A und einer 
gewissen Anzahl von Werthepaaren %ff, p die Werthe der Haupt- 
Uchtgeschwindigkeiten und die Lage der optischen Symmetrie- 
axen in Bezug auf das Prisma berechnen kann. 

Bevor ich diese Frage allgemein beantworte, werde ich 
den Vx'sunderen Fall der optisch einaxigen Krvstalle be- 
handeln. Diese Krystalle sind dadurch ausgi zeichnet . dnss 
ihre beiden Hauptlichtgeschwindigkeiten tur eine houiogene 
Lichtsorte an einem beliebig geschriitteueu Prisma durch je 
eine Beobachtung für eine gewöhnliche und eine ungew5hn- 
liehe Wellenebene vollständig bestimmt werden können, wenn 
die kiystallographische Orientirong der Flächen des Prismas 
bekannt ist. Die Möglichkeit der Durchführung dieser Be- 
stimmunpr beruht darauf, dass mit der Orientiruug der Pris- 
nieiitläclieii die La^e der optischen Axe. also auch die Lage 
der WeUeiilläclie iu Bezu^ auf das Pi iMua gegeben isl. 

Die in Betracht kommenden (i (M aden und Ebenen seien 
duich den Einfallspunkt 0 gelegt, der zum Mittelpunkt einer 
Gonstructionskugel gewählt werden möge (vgl. Figur.) Es 
bedeuten g und g' die Normalen der Eintrittsfläche & und 
der Austrittsfläche &\ so dass 
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W ir führen om rechtwinkliges Coordinatensystem X', V, Z' 
mit dem Mittelpunkte in 0 ein. Die Prismenkante werde 
zur Z'-Aze gewählt und über dem Prismenqaerscbnitt positiv 
gerechnet, die Y'-Axe halbire den äusseren, die X'-Axe den 

inneren Prismenwiiikel. Die positive Richtung von X' er- 
strecke sich nach dem Innert u iU\s rrisma^. jene von Y' ent- 
siuerlie dem Sinn der Fortpflanznii^:- des Tiichtes. Ferner 
bedeuten Z die optisclie Axe und HH' die Durchsdniitts- 
gerade des Hauptschnittes Z7J der Prisnienkante mit dem 
Qaerschnitt X' Y' des Prismas. Die constante Geschwindigkeit 
der gewöhnlichen Welle werde mit die Hauptlichtgeschwin- 
digkeit der angewöhnlichen Wellen mit e nnd die entsprechen- 
den Brecbungsverhältnisse mit oi = I/o und e = 1/e bezeichnet. 
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Zur Orientirung der Prismenflächen sind die Win* 

kel erforderlich, welche W, (>)' mit zwei bekannten Krystall- 
flächen oder Spaltriiiclien. die nicht gleichzeitig der rrisnn-n- 
kante luirallel laufen. eins( hliessen. "\\ ir setzen voraus, dass 
die- von diesen vier Fläclien gebildeten sechs \\'inkel , die 
durch eine Relation verbunden sind\ bekannt seien und dass 
daraus die Lage der Prismenflächen gegen die optische Axe 
auf trigonometrischem Wege berechnet sei. Zu diesem Zwecke 
sind zwei Winkel zwischen der optischen Axe und solchen 
Richtungen, die in Bezug auf das Prisma eine bekannte Lage 



* vgl. Th. Liebisch: Geometriscbe KrystaJlograpliie 1881, S. 78 (ö). 
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besitzen, zu berechnen: wir wählen hierzu^: 1° die Neigriiiiicr 
der optischen Axe zum Quersclinitt des Prismas: 

i = (ZH)= .^-(ZZO 

und 2° den AVinkel, welchen der Hauptschnitt der Prisiiien- 
kante mit der Halbirungsebene des inneren PrismenwiiikeJs 
einschliesst: 

(> = (X'OH'). 

Q soll von der Halbirungsebene aus in dem Sinne positiv ge- 
rechnet werden, in welchem die positive X'-Axe auf dem 
kürzesten Wege in die positive Y'-Axe übergeführt wird. 

Dem Ellipsoid der Strahlenfläche (HuYOHEXs'schen Wellea- 
fläche), welche 0 zum ^littelpunkt hat, werde ein Cylinder 
umschrieben, dessen erzeugende Geraden der Prismenkante 
parallel laufen. Die Schnittcurve von Cylinder und EinfalZls-^ 
ebene ist eine Ellipse % Jene Halbaxe von 3^, welche auf 
dem Hauptschnitt der Prismenkante senkrecht steht ^^^^^^ 
gleich c ; die in den Hauptschnitt fallende Halbaxe l) i* eprä^^H 
sentirt die Geschwindigkeit einer ungewöhnlichen ^^ t^ll^^-i der 
Normale unter dem A\'inkel t gegen die optische Aoce | 
neigt ist. Folglich ist: 

^* = 0* cos* r -\- ( 

Es bedeute ON die Normale eine 
liehen Wellenebene, welche die EL 
Geschwindigkeit sei : 

OP = p = 

Beschreibt R die Elb'pse, so durc 
Wellennormale das Oval welche 
ist und denmach ebenfalls die Hai 
zeichnet man die Neigung von 0 
demselben Sinne wie q gerechnet 
Winkel zwischen ON und der opti 

(XX') V', (N 

so ist: 

= 0» cos« 9 -f 

Aus dem sphärischen Dreieck N 

cos « = sin (Z' Z) cos (N Z' Z) 



' vgl. A. CoRNu: Ann. scieut. de Vf:o 




